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1Uvod
Cilj ovog rada je dati pregled hiperbolicˇke geometrije i nekih njenih rezultata te
usporedbu istih s vec´ dobro poznatim rezultatima euklidske geometrije.
U prvom poglavlju govori se o spornom postulatu o paralelama i pokusˇajima njegova
dokazivanja kroz povijest. Navode se i neki zanimljivi rezultati proizasˇli iz samih tih
pokusˇaja dokazivanja. Sami kraj ovog poglavlja daje uvid u nastanak neeuklidskih
geometrija.
Nakon povijesnog pregleda, drugo i posljednje poglavlje, bavi se jednom poseb-
nom vrstom neeuklidske geometrije, hiperbolicˇkom geometrijom. U ovom poglav-
lju definira se pravac u novoj geometriji te se objasˇnjava svojstvo paralelnosti dva
pravca. Za razliku od euklidske geometrije, ovdje je moguc´e da pravci budu i hiper-
paraleni, sˇto je takoder detaljnije objasˇnjeno u ovom poglavlju. Vezano za paralelne
pravce uvodi se i funkcija Lobacˇevskog, kao funkcija kuta paralelnosti. Kao poseb-
nosti ove geometrije, prikazano je da je zbroj kutova u trokutu manji od 180◦ te
da postoji trokut najvec´e povrsˇine. Navode se i tri vrste krivulja te neka njihova
svojstva.
Vec´i dio ovog poglavlja bavi se trigonometrijom u hiperbolicˇkoj geometriji. Naj-
prije je izvedena jednadzˇba granicˇne krivulje pomoc´u koje dolazimo do nekih tri-
gonometrijskih formula. Prikazana su i pravila za sinus i kosinus te je dan dokaz
osnovne jednadzˇbe hiperbolicˇke geometrije thα = cosα, koja nas vodi do jednadzˇbe
kuta paralelnosti. Njen znacˇaj je u tome sˇto pokazuje da je euklidska geometrija
zapravo poseban slucˇaj hiperbolicˇke geometerije.
21 Povijesni pregled
1.1 Pokusˇaji dokazivanja postulata o paralelama
Starogrcˇki matematicˇar Euklid (330. pr. Kr. - 275. pr. Kr.) bio je prvi koji
je prikupio sva do tada poznata znanja o geometriji te je na temelju njih sustavno
izgradio geometrijski sustav u svom djelu Elementi. Upravo zbog ovog deduktiv-
nog nacˇina izlaganja geometrije, gdje polazec´i od aksioma logicˇki navodi i dokazuje
poucˇke, Elementi postaju glavnim izvorom u proucˇavanju geometrije i stoljec´ima na-
kon Euklida. Pri pisanju Elemenata Euklid se u svojim tezama oslanja na tvrdnje
koje smatra ocˇiglednima. Navodi pet postulata od kojih su cˇetiri intuitivna. Posebno
zanimanje izazvao je peti Euklidov postulat koji tvrdi: ”Neka se postulira da, ako
pravac koji sijecˇe druga dva pravca tako da je zbroj unutrasˇnjih kutova s iste strane
tog pravca manji od dva prava kuta, onda se ti pravci dovoljno produzˇeni sijeku s
one strane pravca gdje je zbroj kutova manji od dva prava kuta.” Zbog same neintu-
itivnosti ovog postulata brojni matematicˇari su kroz povijest pokusˇali pokazati da se
on ne mozˇe smatrati postulatom vec´ da je zapravo teorem. U pokusˇajima osporava-
nja petog postulata koriˇstene su razne metode: kontradikcija, pokusˇaj dokazivanja
postulata pomoc´u preostalih Euklidovih postulata i tvrdnji te cˇak i dokazivanje
tvrdnji ekvivalentnih ovom postulatu. Neki su matematicˇari cˇak bili uvjereni da su
uspjeli dokazati da je Euklid bio u krivu ne svrstavsˇi ovaj postulat medu teoreme, no
pomnijim proucˇavanjem njihovih rezultata uvida se da su uvijek u pitanju bili sitni
logicˇki previdi koje kad uzmemo u obzir dovode do ekvivalentnosti njihove tvrdnje
s petim postulatom. Iako ovi pokusˇaji nisu urodili ocˇekivanim plodom doveli su do
zanimljivih rezultata ekvivalentnih Euklidovom postulatu te naposljetku i do otkric´a
novih geometrija.
1.2 Playfairov aksiom
Od mnogobrojnih zamjena za peti postulat, najpoznatiji je Playfairov aksiom.
Ovaj oblik postulata je i najzastupljeniji u sˇkolskim udzˇbenicima. Iako ga je u
5. st. iskazao Proklos, a i drugi koriste ovaj iskaz, zasluge se pripisuju sˇkotskom
matematicˇaru Johnu Playfairu (1748. - 1819.).
Aksiom 1. Kroz danu tocˇku izvan danog pravca mozˇe se povuc´i tocˇno jedan pravac
paralelan danom pravcu.
3Pokazˇimo da su Euklidov peti postulat i Playfairov aksiom ekvivalentne tvrdnje.
U tu svrhu treba pokazati da Euklidov peti postulat i tvrdnje apsolutne geometrije
(sva teorija izvedena iz Euklidovih postulata bez petog postulata) impliciraju Playfa-
irov postulat, te da Playfairov postulat s tvrdnjama apsolutne geometrije implicira
peti postulat.
Teorem 1. a) Euklidov peti postulat i tvrdnje apsolutne geometrije impliciraju Playfa-
irov postulat.
b) Playfairov postulat i tvrdnje apsolutne geometrije impliciraju Euklidov peti postu-
lat.
Dokaz. a) Neka su zadani pravac k i tocˇka P izvan tog pravca. Konstruirajmo
okomicu n iz tocˇke P na pravac k. Okomicu je moguc´e konstruirati prema Propoziciji
11 Euklidovih Elemenata. Oznacˇimo tocˇku presjeka pravaca n i k s Q. U tocˇki P
polozˇimo okomicu m na pravac n.
Slika 1: Dokaz 1 a)
Uocˇimo da se pravci m i k ne sijeku jer ako bi se sjekli u nekoj tocˇki S, zbroj
dva kuta 4PQS bi bio 180◦ sˇto ne mozˇe biti jer je prema Propoziciji 17. zbroj bilo
koja dva kuta u trokutu manji od 180◦.
Da bismo dokazali Playfairov aksiom preostaje josˇ vidjeti da je m jedini takav pra-
vac. Pretpostavimo suprotno. Neka je pravac l takav da prolazi kroz tocˇku P i
ne sijecˇe pravac k i neka je S neka tocˇka na pravcu l. Kut β = ∠SPQ < 90◦ pa
se prema Euklidovom petom postulatu pravci l i k sijeku. Ovo je kontradikcija s
pretpostavkom te je m jedini ovakav pravac cˇime je dokazan Playfairov aksiom.
b) Neka su dani pravci k i l i neka njih presijeca pravac n u tocˇkama P i Q zatva-
rajuc´i s njima unutrasˇnje kutove α i β takve da je α + β < 180◦. Konstruirajmo
4pravac m koji prolazi tocˇkom P tako da s pravcem n zatvara kut γ = 180◦−α. Ovo
je moguc´e konstruirati prema Propoziciji 23. Euklidovih Elemenata koja kazˇe da je
na danom pravcu u danoj tocˇki moguc´e konstruirati kut koji je jednak danom kutu.
Slika 2: Dokaz 1 b)
Uocˇimo da je kut δ = γ = 180◦−α suplementaran kut kutu α. Propozicija 27.Eleme-
nata tvrdi da, ako pravac sijecˇe druga dva pravca tvorec´i s njima jednake unutarnje
izmjenicˇne kutove, onda su ta dva pravca paralelna. Prema tome pravac m je parale-
lan pravcu k. Pravci k i m su razlicˇiti pravci jer β < 180◦−α i γ = 180◦−α⇒ β < γ
pa su l i m razlicˇiti pravci. Prema Playfairovu postulatu koji kazˇe da postoji jedan i
samo jedan pravac koji prolazi kroz P i paralelan je sa m slijedi da pravac l sijecˇe m.
Oznacˇimo tocˇku presjeka m i l sa R. Ako se tocˇka R nalazi sa suprotne strane od α
i β pravca p, onda bi kut β bio vanjski kut 4PQR. Propozicija 16. iz Euklidovih
Elemenata, koja kazˇe da je vanjski kut trokuta vec´i od dva nesusjedna unutarnja
kuta, povlacˇi da je β > γ, sˇto nije moguc´e. Prema tome pravci m i l sijeku se s one
strane pravca p gdje su α i β unutarnji kutovi.
1.3 Saccherijev i Lambertov pokusˇaj dokazivanja petog pos-
tulata
Nakon neuspjelih pokusˇaja dokazivanja petog postulata, u 18. st. Saccheri i
Lambert pokusˇavajuc´i dokazati peti postulat dolaze do rezultata koje predstavljaju
pocˇetak nove geometrije. Iako obojica pri dokazivanju koriste metodu kontrapozicije
do svojih rezultata dolaze neovisno jedan o drugome. Naime medu tvrdnjama koje
5su ekvivalentne petom postulatu nalazi se i poucˇak o egzistenciji cˇetverokuta s cˇetiri
prava kuta. Dokazivanjem ovog poucˇka indirektno bi bio dokazan i peti postulat.
I Saccheri i Lambert polaze od pretpostavke da peti postulat nije istinit te zbog
ekvivalentnosti tvrdnji zakljucˇuju da ne mozˇe postojati ni cˇetverokut s cˇetiri prava
kuta. Saccherijev rezultat bio je ono sˇto se danas naziva Saccherijev cˇetverokut, a
Lambert je konstruirao cˇetverokut koji ima tri prava i jedan tupi kut.
1.3.1 Saccherijev cˇetverokut
U svojoj raspravi Euclides ab omni naevo vindicatus Saccheri staje u obranu
Euklida tako sˇto pretpostavlja da peti postulat nije istinit i pokusˇava doc´i do kon-
tradikcije. Na ovaj nacˇin bi pokazao da je Euklid bio u pravu. Osnovni lik Sac-
cherijevih razmatranja je bio cˇetverokut ABCD u kojemu su stranice AD i BC
jednake duljine i okomite na bazu AB. Taj cˇetverokut danas je poznat pod nazivom
Saccherijev cˇetverokut. Koristec´i samo Euklidove propozicije bez petog postulata i
njegovih ekvivalentnih tvrdnji, Saccheri je pokazao da su kutovi ∠ADC i ∠BCD
jednaki. Spojimo li vrhove A i C te B i D prema Propoziciji 4. Elemenata slijedi
da su trokuti ABC i BAD sukladni pa je |AC| = |BD|. Sada su prema Propoziciji
8. (Elementi) sukladni ADC i BCD. Iz ovoga je ∠ADC = ∠BCD. Moguc´a su
samo tri slucˇaja:
1. hipoteza tupog kuta - oba kuta su tupa ∠ADC = ∠BCD > 90◦
2. hipoteza sˇiljastog kuta - oba kuta su sˇiljasta ∠ADC = ∠BCD < 90◦
3. hipoteza pravog kuta - oba kuta su pravi kutovi ∠ADC = ∠BCD = 90◦.
Trec´i slucˇaj je ekvivalentan petom postulatu te je njegova istinitost garantirana
samo u slucˇaju da su prvi i drugi slucˇaj neistiniti. Saccheri se upravo zato orijentirao
na pokazivanje kontradikcije ta dva slucˇaja. Bavec´i se prvim i drugim slucˇajem
Saccheri dokazuje niz tvrdnji. Jedna od takvih tvrdnji je da u je u slucˇaju hipoteze
tupog kuta suma kutova u trokutu vec´a od 180◦, u slucˇaju hipoteze sˇiljastog kuta
suma kutova u trokutu manja od 180◦ te da je u slucˇaju hipoteze pravog kuta ta
suma jednaka 180◦. Njegov dokaz je sljedec´i.
Dokaz. Neka je dan4ABC i neka jeM poloviˇste straniceAC, aN poloviˇste stranice
BC. Konstruiramo okomice kroz vrhove A,B i C na stranicu AB (moguc´e ih je
6Slika 3: Saccherijev cˇetverokut
Slika 4: Suma kutova Saccherijevog cˇetverokuta jednaka je sumi kutova 4ABC
konstruirati prema Propoziciji 11. Elemenata) i neka su te okomice redom AD,BE
i CF .
Prema Propoziciji 26. (Elementi) slijedi da4ADM ∼= 4CFM . Naime ∠AMD =
∠CMF jer su vrsˇni kutovi (Propozicija 15.Elemenata), ∠ADM = ∠BEN = 90◦
i |AM | = |CM | jer je M poloviˇste stranice AC. Analogno se pokazˇe da je i
4BEN ∼= 4CNF . Onda je |AD| = |CF | = |BE|. ABED je Saccherijev
7cˇetverokut s pravim kutovima pri vrhovima D i E. Vrijedi sljedec´e:
∠DAB = DAM +MAB = ∠FCM + ∠MAB,
∠EBA = EBN +NBA = ∠FCN + ∠NBA.
Zbrajanjem ovih tvrdnji dobivamo
∠DAB+∠EBA = ∠FCM+∠MAB+∠FCN+∠NBA = ∠CBA+∠CAB+∠ACB.
Dokazano je da je suma kutova Saccherijevog cˇetverokuta jednaka sumi kutova
4ABC.
U slucˇaju da vrijedi hipoteza tupog kuta, oba kuta ∠DAB i ∠EBA bi bila tupa
te je suma kutova trokuta vec´a od 180◦. U slucˇaju da vrijedi hipoteza sˇiljastog kuta
suma je manja od 180◦, a sume su jednake u slucˇaju hipoteze pravog kuta.
Saccheri uspijeva osporiti hipotezu tupog kuta, dokazujuc´i da se ta hipoteza svodi
na peti postulat sˇto implicira da je suma kutova u trokutu jednaka 180◦. Buduc´i da
je pokazano da je u slucˇaju hipoteze tupog kuta ta suma vec´a od 180◦, dolazimo do
kontradikcije s pretpostavkom. No, u ovom dokazu Saccheri koristi i pretpostavku
da duljina pravca nije konacˇna, a danas je poznato da postoje geometrije u kojima
to ne mora biti slucˇaj.
Hipotezu sˇiljastog kuta nije uspio osporiti, iako je naveo propoziciju da je ta
hipoteza neistinita jer je proturjecˇna sa samom prirodom pravca. Saccheri je bio
uvjeren da je dokazao propoziciju jer navodi da uz uvjet istinitosti hipoteze sˇiljastog
kuta postoje dva pravca koja se sijeku u beskonacˇno dalekoj tocˇki i koja u tom
sjeciˇstu imaju zajednicˇku okomicu koja s njima lezˇi u istoj ravnini. Zakljucˇuje da je
dosˇao do kontradikcije jer ovakva okomica ne postoji. No, Saccheri je svojstva koja
vrijede za likove u konacˇnosti prenio na one u beskonacˇnosti.
1.3.2 Lambertov cˇetverokut
Lambertovim cˇetverokutom smatramo cˇetverokut kojemu su tri kuta prava, a
cˇetvrti kut mozˇe biti pravi, sˇiljasti ili tupi kut. Kao i Saccheri postavlja tri hipoteze
za cˇetvrti kut:
1. hipoteza tupog kuta - kut je tupi ∠BCD > 90◦
2. hipoteza sˇiljastog kuta - kut je sˇiljast ∠BCD < 90◦
83. hipoteza pravog kuta - kut je pravi BCD = 90◦.
Hipotezu tupog kuta osporava na isti nacˇin kao i Saccheri koristec´i pretpostavku
da se pravac mozˇe proizvoljno produzˇiti, no za razliku od Saccherija tvrdi da nije
ocˇigledno da hipoteza sˇiljastog kuta nije istinita. I iz njegovih pokusˇaja osporavanja
ove hipoteze proizlaze brojne posljedice. Jedna od znacˇajnijih je ta da je uz pretpos-
tavku da vrijedi hipoteza tupog kuta, eksces (viˇsak) kuta proporcionalan povrsˇini
trokuta. Ovo znacˇi da sˇto je vec´i trokut to je vec´i i eksces. U uvjetima istinitosti
hipoteze sˇiljastog kuta pokazuje da je defekt (manjak) kuta proporcionalan povrsˇini
trokuta.
Lambert je bio svjestan da sferni trokuti imaju svojstvo da im je suma kutova
vec´a od 180◦ i da je povrsˇina proporcionalna ekscesu s konstantom proporcional-
nosti r2 gdje je r radijus sfere S(O, r). Zbog uvjerenja da se hipoteza tupog kuta
ogleda u sfernoj geometriji, vjerovao je da bi se hipoteza sˇiljastog kuta odrazˇavala
na sferi imaginarnog radijusa jer zamjenom r s i · r gdje je i imaginarna jedinica,
kvadriranjem se pojavljuje − te u toj proporcionalnosti eksces prelazi u defekt.
1.4 Nastanak neeuklidske geometrije
Nakon mnogih neuspjelih pokusˇaja dokazivanja petog postulata, matematicˇari
dolaze na ideju o neovisnosti petog postulata o ostalim aksiomima, sˇto bi znacˇilo da
bi zamjenom tog postulata mogli dobiti geometriju jednako valjanu Euklidovoj. Na
ovu ideju prvi su dosˇli Gauss, Bolyai i Lobacˇevski.
Iako Gauss prvi dolazi na ideju da se zamjenom petog Euklidovog postulata mozˇe iz-
graditi nova geometrija (koju on naziva neeuklidskom geometrijom), svoja razmiˇsljanja
nikad nije objavio. Nakon Gaussa na ovu ideju nadolazi Janos Bolyai (1802. - 1860.)
koji svoja otkric´a objavljuje kao dodatak u ocˇevoj knjizi Tentamen. Njegov otac, koji
je bio Gaussov prijatelj, upoznaje Gaussa s razmiˇsljanjima svoga sina, ali buduc´i da
Gauss nije imao namjeru publicirati svoje radove, Bolyai nije dobio nikakvo daljnje
priznanje. Neovisno o Bolyaiju do istih, ali puno bolje razradenih, rezultata dolazi
i ruski matematicˇar Nikolaj Ivanovicˇ Lobacˇevski (1792. - 1856.). Poput Bolyaija
pokusˇava na indirektan nacˇin izvesti peti postulat iz ostalih Euklidovih aksioma i
postulata. Nakon sˇto ne uspijeva u svom naumu, Lobacˇevski izdvaja aksiome ap-
solutne geometrije i pridodaje im aksiom suprotan od Euklidovog petog postulata,
koji je danas poznat u sljedec´em obliku.
9Aksiom 2 (Aksiom hiperbolicˇke geometrije). Postoje barem dva pravca paralelna
danom pravcu koja prolaze tocˇkom koja se nalazi izvan tog pravca.
Time je Lobacˇevski izgradio novu geometriju koja nije proturjecˇna euklidskoj i
sama po sebi je logicˇna, a naziva se hiperbolicˇkom geometrijom ili neeuklidskom
geometrijom Lobacˇevskog.
U novoj geometriji Lobacˇevski jasno definira paralele: ” Svi pravci, koji u ravnini
imaju istu pocˇetnu tocˇku, dijele se s obzirom na drugi dani pravac u istoj ravnini
u dvije skupine: one koji sijeku i one koji ne sijeku dani pravac. Granicˇni pravci
obaju skupina tih pravaca zovu se paralele danog pravca.” Neka je dan pravac AB i
tocˇka M izvan njega . Spustimo okomicu iz tocˇke M na pravac AB. Tocˇku presjeka
okomice i pravca AB oznacˇimo sa N .
Slika 5: Paralelni pravci u geometriji Lobacˇevskog
Povucimo okomicu na MN kroz tocˇku M . Neka je O bilo koja tocˇka na tom
pravcu. Pravci koje prolaze tocˇkom M i lezˇe u desnoj poluravnini NMO mogu se
podijeliti u dva skupa: I1 i I2. U skupu I1 nalaze se svi pravci koji sijeku AB, a u
I2 nalaze se svi oni koji ne sijeku AB. Ako za sve pravce koji prolaze tocˇkom M i
lezˇe u NMO uzmemo da je MN pocˇetni pravac, onda svaki pravac u I1 prethodi
svakom pravcu u I2, tj. polazec´i od pravca redom od MN najprije dolazimo do
pravaca koji sijeku AB, a onda do onih koji ne sijeku AB. Sada postoji pravac MD
koji dijeli pravce u dva skupa. Pravac MD ili sijecˇe ili ne sijecˇe AB pa mora biti
ili prvi pravac u I2 ili zadnji pravac u I1. Ako bi MD bio zadnji pravac u I1 onda
sijecˇe pravac AB u tocˇki E. Odaberemo li neku tocˇku F na AB tako da se tocˇka E
nalazi izmedu N i F ,onda se i pravac MF nalazi u I1 sˇto je kontradikcija s tim da
je MD zadnji pravac u I1.
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Slika 6: Pravac MD je prvi pravac u I2
Pravac MD je prvi od onih koji ne sijeku AB i za njega kazˇemo da je paralelan
pravcu AB. Analognim promatranjem lijeve poluravnine dolazimo do druge paralele
MD
′ . Paralele MD i MD′ simetricˇne su s obzirom na MN , tj. zatvaraju iste kutove
s okomicom MN . Da bismo ovo pokazali pretpostavimo suprotno: neka je
∠DMN < ∠D′MN .
Slika 7: Paralele zatvaraju jednake kutove s MN
Sada zbog granicˇnih pravaca postoji pravac MD′′ izmedu pravaca MN i MD′
koji sijecˇeAB u tocˇkiH tako da je ∠HMN = ∠DMN . Neka jeH ′ tocˇka sa suprotne
strane od MN takva da je |HN | = |H ′N |. Prema S-K-S poucˇku 4HMN ∼=
4H ′MN pa vrijedi ∠HMN = ∠H ′MN pa je ∠H ′MN = ∠DMN . Slijedi da MH ′
sijecˇe AB sˇto ne mozˇe biti jer MD ne sijecˇe AB. To znacˇi da slucˇaj ∠DMN <
∠D′MN nije moguc´. Na slicˇan nacˇin pokazˇe se da nije moguc´e ni ∠DMN >
∠D′MN pa je ∠DMN = ∠D′MN .
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Kutove ∠DMN i ∠D′MN nazivamo kutovima paralelnosti, a MN distancijom
paralelnosti. Lako se vidi da ∠DMN ≤ 90◦ i ∠D′MN ≤ 90◦ jer kada bi ti kutovi
bili tupi ti pravci bi morali biti iznad pravaca paralelnosti te ne bi bili prvi od onih
pravaca koji ne sijeku AB. U slucˇaju da je ∠DMN = ∠D′MN = 90◦ pravci para-
lelnosti bili bi jedan te isti pravac (to je slucˇaj Euklidova aksioma o paralelama).
U euklidskoj geometriji kut paralelnosti je pravi kut, a mozˇe se pokazati da je u
hiperbolicˇkoj geometriji taj kut uvijek sˇiljasti kut.
Iako se hiperbolicˇka geometrija pokazuje jednako valjanom kao i euklidska, njena
prvotna neprihvac´enost pripisuje se nedostaku njene primjene u stvarnom svijetu. U
pocˇetku se cˇvrsto vjerovalo da je euklidska geometrija ta koja opisuje stanje prostora
u kojem zˇivimo, dok je hiperbolicˇka geometrija niˇsta viˇse od lijepih rezultata. Osim
hiperbolicˇke geometrije jedna od prvih neeuklidskih geometrija je i Riemannova ili
elipticˇka geometrija. Osnovni uvjet na kojem se temelji elipticˇka geometrija je da
vrijedi da se svaka dva pravca iste ravnine sijeku. Naziv je dobila po njemacˇkom
matematicˇaru Georg Friedrich Bernhard Riemannu (1826. - 1866.) koji prvi uocˇava
njeno postojanje. Iako neeuklidske geometrije imaju primjenu u fizici u ovom radu
bavit c´emo se samo hiperbolicˇkom geometrijom.
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2 Hiperbolicˇka geometrija
Hiperbolicˇkom geometrijom smatramo geometriju u kojoj vrijede aksiomi apso-
lutne geometrije i aksiom hiperbolicˇke geometrije kao aksiom paralelnosti. Ravnina
u kojoj vrijede aksiomi hiperbolicˇke geometrije naziva se hiperbolicˇkom ravninom ili
ravninom Lobacˇevskog. Isto tako prostor u kojemu ovo vrijedi naziva se hiperbolicˇki
prostror ili prostor Lobacˇevskog.
2.1 Pravci u hiperbolicˇkoj geometriji
U prethodnom dijelu vidjeli smo koje pravce smatramo paralelnima u hiper-
bolicˇkoj geometriji. Navedimo sada njihovu definiciju.
Definicija 1. Neka je k bilo koji pravac i M bilo koja tocˇka izvan tog pravca te N
neka tocˇka na pravcu k. Pravac l koji prolazi tocˇkom M , koji ne sijecˇe k i koji je
takav da svaki polupravac iz tocˇke M , koji se nalazi s desne strane tocˇke N sijecˇe
k, zovemo pravcem paralelnim s pravcem k kroz M prema K, gdje je K beskonacˇno
daleka zajednicˇka tocˇka ovih pravaca. Oznaka je l
M
‖
K
k.
Slika 8: Paralelni pravci
Uvedimo iste oznake za pravce kao na slici 9 i uzmimo tocˇku Q na tom pravcu s
lijeve strane tocˇke N i isto tako neka je tocˇka Q′ tocˇka na pravcu MD′ s desne strane
tocˇke N . Neka je SS ′ pravac koji prolazi tocˇkom M ali unutar kutova ∠DMQ′ i
∠D′MQ. Pravac SS ′ ne sijecˇe AB jer bi u suprotnom i MD morao sjec´i AB, sˇto
ne mozˇe biti. SS ′ nije ni paralela s AB jer su s AB paralelni jedino polupravci MD
i MD′. Iako je polupravac MD paralelan s AB, polupravac MQ nije niti paralelan
s AB niti ga sijecˇe.
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Slika 9: Hiperparalelni pravci
Definicija 2. Za pravce k i l u istoj ravnini koji nisu paralelni niti se medusobno
sijeku kazˇemo da su hiperparalelni ili divergentni.
Teorem 2. Neka su k i l dva pravca takva da u presjeku s transverzalom zatvaraju
jednake protukutove. Pravci k i l su hiperparalelni.
Dokaz. Neka transverzala t sijecˇe pravce k i l redom u tocˇkama N i M . Oznacˇimo
pripadne kutove sa α i β. Ako je α = β = 90◦, pravac l bio bi hiperparalelan jer ne
sijecˇe pravac k, a buduc´i da je kut paralelnosti uvijek sˇiljasti kut, l nije paralelan s
k. Pretpostavimo da je α = β < 90◦.
Slika 10: Euklidski pravci
Poloviˇstem P od MN povucimo okomicu na pravce k i l. Sjeciˇsta okomice s
pravcima k i l oznacˇimo redom s A i B. Trokuti 4AMP i 4BNP su sukladni
prema K - K - S poucˇku. Slijedi da je ∠APM = ∠BPN pa AP i BP lezˇe na istom
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pravcu. Zakljucˇujemo da je AB zajednicˇka okomica pravaca k i l. Pravci k i l su
hiperparalelni jer nisu paralelni niti se sijeku.
Za hiperparalelnost vrijedi i tvrdnja:
Teorem 3. Ako su pravci k i l okomiti na pravac m, onda su oni hiperparalelni.
2.2 Funkcija Lobacˇevskog
Definicija 3. Neka je dan pravac AB i tocˇka M tocˇka koja ne lezˇi na tom pravcu.
Neka je N nozˇiˇste okomice iz M na AB i neka je pravac MD pravac paralelan s
pravcem AB. Kut ∠NMD nazivamo kutom paralelnosti.
MN zovemo distancijom paralelnosti. Oznaka za kut paralelnosti je Π(MN) pri
cˇemu funkciju Π : R+ → 〈0, Π2 〉 nazivamo funkcijom Lobacˇevskog.
Teorem 4. Jednake duzˇine imaju jednake kutove paralelnosti.
Iz Bolyaijeve klasicˇne konstrukcije mozˇe se vidjeti da za bilo koji dani segment
mozˇemo pronac´i kut paralelnosti te da za bilo koji sˇiljasti kut mozˇemo odrediti
distanciju paralelnosti.
Pokazuje se da vrijedi i sljedec´e:
• Ako je p1 = p2, onda Π(p1) = Π(p2).
• Ako je p1 < p2, onda Π(p1) > Π(p2).
• Ako je p1 > p2, onda Π(p1) < Π(p2).
Vec´ smo naveli da za distanciju paralelnosti a mozˇemo pronac´i kut α. Tada
mozˇemo pronac´i i kut pi2 − α. Za kut paralelnosti pi2 − α mozˇemo nac´i odgovarajuc´u
distanciju paralelnosti a′, koju nazivamo komplementarnim segmentom od a. Prema
tome vrijedi:
Π(a′) = pi2 − Π(a).
2.3 Zbroj kutova trokuta
Mozˇe se pokazati da vrijedi sljedec´i teorem:
Teorem 5 (Legendrov teorem). Zbroj kutova trokuta manji je ili jednak 180◦.
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Pri dokazu ovog teorema ne koristi se Euklidov peti postulat pa ovaj teorem
pripisujemo apsolutnoj geometriji. Uz pretpostavku da vrijedi Euklidov peti pos-
tulat, pokazuje se da je zbroj kutova trokuta basˇ 180◦. Slucˇaj da je zbroj kutova
trokuta manji od 180◦ dobijemo ako za pretpostavku uzmemo aksiom hiperbolicˇke
geometrije. Da bismo ovo pokazali navedimo najprije potreban korolar.
Definicija 4. Defekt kuta u trokutu definira se kao d = 180◦ − S, gdje je S oznaka
za zbroj kutova u trokutu.
Korolar 1. Ako postoji trokut pozitivnog kutnog defekta, onda svi trokuti imaju
pozitivan kutni defekt.
Teorem 6. Zbroj kutova trokuta u hiperbolicˇkoj ravnini manji je od 180◦.
Dokaz. Zbog prethodno navedenog Korolara 1, dovoljno je pokazati da postoji tro-
kut cˇiji je zbroj kutova manji od 180◦. Neka je dan pravac k i tocˇka A koja ne lezˇi
na tom pravcu. Sa B oznacˇimo nozˇiˇste okomice konstruirane iz tocˇke A na pravac
k. Konstruirajmo i okomicu l na pravac AB u tocˇki A (Da se pravci k i l ne sijeku
dokazano je u apsolutnoj geometriji.). Sa m oznacˇimo bilo koji pravac koji prolazi
tocˇkom A, a paralelan je s pravcem k. Takav pravac postoji prema Aksiomu hi-
perbolicˇke geometrije 2. Neka je C tocˇka na pravcu m takva da se nalazi izmedu
pravaca k i l i neka je D tocˇka na pravcu l takva da se nalazi s iste strane pravca
AB kao i tocˇka C. Kut ∠DAC je kut pozitivne mjere . Mjera kuta BAC onda
iznosi 90◦ − . Sada zakljucˇujemo da je za svaku tocˇku E pravca k, koja se nalazi s
desne strane tocˇke B ∠BAE < ∠BAC.
Slika 11: Zbroj kutova trokuta
Na pravac k nanesimo duzˇinu BA pocˇevsˇi od tocˇke B. Novu tocˇku na pravcu
k oznacˇimo s F . Vrijedi |BA| = |BF |. Uocˇimo da je trokut 4ABF jednakokracˇni
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pravokutni trokut pa mjera kuta ∠BAF mozˇe iznositi najviˇse 45◦. Odredimo li
na pravcu k tocˇku G koja se nalazi s desne strane tocˇke F takvu da je |FA| =
|FG|, vidimo da kut ∠GFA mozˇe iznositi najmanje 180◦ − 45◦ = 135◦. Buduc´i
da je 4GFA jednakokracˇan trokut cˇiji kut iznosi ∠GFA ≥ 135◦, kut ∠FGA ≤
180◦−135◦
2 = 22.5
◦. Nastavimo li provoditi ovaj postupak doc´i c´emo do tocˇke H takve
da je kut ∠AHB < . Za zbroj kutova S u trokutu 4AHB vrijedi:
S = ∠ABH + ∠BHA+ ∠HAB
S < 90◦ + (90◦ − ) + 
S < 180◦.
Teorem 7. Zbroj kutova u trokutu nije isti za sve trokute.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno: svi trokuti imaju isti zbroj kutova. Neka je dan
4ABC i neka se tocˇka D nalazi na stranici BC. Povlacˇenjem duzˇine AD dobili smo
dva nova trokuta 4ABD i 4ADC. Prema pretpostavci, da svi trokuti imaju isti
zbroj kutova, vrijedi da trokuti 4ABD, 4ADC i 4ABC imaju isti zbroj kutova.
Trokuti 4ABC i 4ABD imaju isti zbroj kutova pa:
∠BAC + ∠CBA+ ∠ACB = ∠BAD + ∠DBA+ ∠ADB,
∠BAD + ∠DAC + ∠CBA+ ∠ACB = ∠BAD + ∠DBA+ ∠ADB
Sada je
∠DAC + ∠DCA = ∠BDA.
∠BDA i ∠CDA zajedno daju ispruzˇeni kut pa je:
∠BDA = 180◦ − ∠CDA.
Promotrimo li zbroj kutova trokuta 4ADC dobijemo:
∠DAC + ∠DCA+ ∠CDA = 180◦ − ∠CDA+ ∠CDA = 180◦.
To nije moguc´e prema Teoremu 6 pa zakljucˇujemo da je pretpostavka pogresˇna.
Ovime smo dokazali da nemaju svi trokuti isti zbroj kutova.
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2.4 Povrsˇina trokuta u hiperbolicˇkoj geometriji
Formula za racˇunanje povrsˇine u euklidskoj geometriji izvedena je iz formule
za povrsˇinu pravokutnika. Naime ako povucˇemo jednu od dijagonala pravokutnika,
podijelit c´emo pravokutnik na dva pravokutna trokuta. Buduc´i da znamo izracˇunati
povrsˇinu pravokutnika, a nastala dva trokuta su sukladna, povrsˇina jednog od ovih
pravokutnih trokuta dobije se kao polovica povrsˇine pravokutnika. Povrsˇina pro-
izvoljnog trokutam mozˇe se izracˇunati kao zbroj povrsˇina dvaju pravokutnih trokuta
koje dobijemo povlacˇenjem visine u pocˇetnom trokutu. U hiperbolicˇkoj geometriji
vrijedi sljedec´i teorem:
Lema 1. U hiperbolicˇkoj geometriji ne postoje pravokutnici.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji pravokutnik ABCD. Dijagonalom
AC podijelimo pravokutnik na dva trokuta. Zbroj kutova od oba trokuta je manje
od 180◦. Kako je zbroj svih kutova u ovim trokutima ekvivalentan zbroju kutova u
pravokutniku slijedi da zbroj kutova pravokutnika mora biti manje od 360◦ sˇto je
kontradikcija s tim da zbroj kutova pravokutnika iznosi 360◦.
Zbog toga povrsˇinu trokuta u hiperbolicˇkoj geometriji smatramo pozitivnim brojem
s tim da pri odredivanju povrsˇine trokuta moraju vrijediti svojstva:
• Nepromjenjivost i kongruencija - Sukladni trokuti imaju istu povrsˇinu.
• Aditivnost - Rastavimo li trokut na dva nova trokuta spajanjem vrha i neke
tocˇke na nasuprotnoj stranici, povrsˇina pocˇetnog trokuta jednaka je zbroju
povrsˇina nastalih trokuta.
Povrsˇinu trokuta u hiperbolicˇkoj geometriji racˇunamo pomoc´u defekta jer je
povrsˇina trokuta proporcionalna defektu, sˇto nam govori teorem:
Teorem 8. Postoji nenegativna konstanta r takva da za bilo koji trokut 4ABC
vrijedi
P4ABC = r2 · (pi − α− β − γ),
gdje su α, β i γ kutovi 4ABC.
Osim klasicˇnih, konacˇnih, trokuta u hiperbolicˇkoj geometriji postoje i trokuti
koje nazivamo jednokrajnik, dvokrajnik i trokrajnik. Jednokrajnik je trokut koji
ima dvije paralelne stranice pa mu se jedan vrh nalazi u beskonacˇnosti. Za dvije
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stranice tog trokuta koje su paralelne smatramo da zatvaraju kut od 0◦. Dvokrajnik
je trokut kojemu su dvije stranice paralelne s trec´om, odnosno ima dva vrha u
beskonacˇnosti. Trokut kojemu se sva tri vrha nalaze u beskonacˇnosti nazivamo
trokrajnik. U trokrajniku svake dvije stranice su medusobno paralelne u odredenom
smjeru. Zbroj svih kutova trokrajnika iznosi 0◦.
Za razliku od euklidske geometrije, u hiperbolicˇkoj geometriji postoji trokut
najvec´e povrsˇine.
Korolar 2. Povrsˇina trokuta u hiperbolicˇkoj geometriji iznosi najviˇse r2pi, gdje je r
nenegativna konstanta.
Buduc´i da je defekt kuta d uvijek manji od 180◦ i vrijedi da je povrsˇina propor-
cionalna defektu, slijedi:
P4ABC < r2 · d.
Gauss je pokazao da je jedini trokut koji ima povrsˇinu r2pi trokrajnik.
2.5 Granicˇna krivulja ili oricikla
Ranije smo vec´ spomenuli da u hiperbolicˇkoj geometriji pravci u ravnini mogu
biti medusobno paralelni, hiperparalelni i mogu se sijec´i, pa prema tome razlikujemo
tri vrste pramena pravaca:
1. Elipticˇki pramen - skup svih pravaca ravnine koji prolaze jednom tocˇkom u
konacˇnosti
2. Parabolicˇki pramen - beskonacˇan skup pravaca ravnine koji prolaze istom be-
skonacˇno dalekom tocˇkom
3. Hiperbolicˇki pramen - skup svih pravaca ravnine koji imaju zajednicˇku oko-
micu.
Obzirom na ove pramenove pravaca razlikujemo tri vrste fundamentalnih krivulja
u hiperbolicˇkom prostoru. To su krivulje koje sijeku pravce pramena pod pravim
kutem. Navedene krivulje su:
1. Kruzˇnica ili cikla - krivulja koja sijecˇe pravce konvergentnog pramena. Srediˇste
kruzˇnice lezˇi u vrhu pramena.
2. Granicˇna krivulja ili oricikla - krivulja koja sijecˇe pravce parabolicˇkog pra-
mena.
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3. Hipercikla - krivulja koja sijecˇe pravce hiperbolicˇkog pramena.
Osima odredene fundamentalne krivulje nazivamo sve pravce pramena te krivulje.
Centrom granicˇne krivulje nazivamo beskonacˇno daleku tocˇku kroz koju prolaze
svi paralelni pravci pramena pravca. Centar granicˇe krivulje lezˇi u vrhu pramena
pravca. Koncentricˇnim granicˇnim krivuljama smatramo granicˇne krivulje koje imaju
isti centar. Mozˇe se pokazati da ove krivulje imaju sljedec´a svojstva:
1. Granicˇne krivulje hiperbolicˇke geometrije u euklidskoj geometriji odgovaraju
krugu beskonacˇno velikog radijusa.
2. Svake dvije granicˇne krivulje su medusobno kongruentne.
3. Na istoj granicˇnoj krivulji ili na bilo koje dvije granicˇne krivulje, tetive jed-
nake duljine odsijecaju lukove jednake duljine te lukovima jednakih duljina
odgovaraju tetive jednakih duljina.
2.6 Trigonometrija u hiperbolicˇkoj geometriji
Do trigonometrijskih formula u hiperbolicˇkoj ravnini dolazimo pomoc´u svoj-
stava granicˇne krivulje. Navedimo najprije dva teorema koji vrijede za koncentricˇne
granicˇne krivulje:
Teorem 9. Ako su A,B i A1, B1 tocˇke u kojima koncentricˇne krivulje sijeku dvije
svoje osi, onda je |AA1| = |BB1|.
Teorem 10. Ako su A,A′, A′′ tocˇke granicˇne krivulje i B,B′, B′′ tocˇke u kojima osi
kroz A,A′ i A′′ siijeku koncentricˇnu granicˇnu krivulju, onda
luk AA′ : luk AA′′ = luk BB′ : luk BB′′.
Promatrajmo sada granicˇnu krivulju s centrom Ω i neka su A i B dvije tocˇke
na toj krivulji. Duljinu luka izmedu njih oznacˇimo sa s. Na zraci AΩ odredimo
tocˇke A1, A2, A3, ... takve da je |AA1| = |A1A2| = |A2A3| = itd. Neka su tocˇke
B1, B2, B3, ... tocˇke u kojima koncentricˇne granicˇne krivulje kroz A1, A2, A3, ... sijeku
zraku BΩ. Prema Teoremu 9 vrijedi |AA1| = |BB1| = |B1B2| = |B2B3| = itd. Ako
oznacˇimo lukove A1B1, A2B2, ... sa s1, s2, ... onda prema svojstvu 3 i Teoremu 10
vrijedi:
s : s1 = s1 : s2 = s2 : s3 = itd.
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Mozˇemo odabrati jedinicˇni segment AA1 takav da je ovaj omjer jednak e, pri cˇemu
je e baza prirodnog logaritma. Sada je
s : s1 = s1 : s2 = s2 : s3 = ... = e.
Slika 12: Koncentricˇne granicˇne krivulje
Oznacˇimo duljinu segmenta AA1 s x. Mozˇe se pokazati da omjeri s : s1, s1 : s2,
s2 : s3... ovise samo o x. Ovime dolazimo do sljedec´eg teorema:
Teorem 11. Ako je AA′BB′ lik ogranicˇen s dvije koncentricˇne granicˇne krivulje
AB i A′B′ i pravcima AA′ i BB′, vrijedi
sx = se−x,
pri cˇemu su s i sx duljine lukova AB i A′B′, x duljina segmenata AA′ i BB′ pri
cˇemu je AB vanjska , a A′B′ unutarnja krivulja.
2.6.1 Jednadzˇba granicˇne krivulje
Prije nego sˇto navedemo jednadzˇbu granicˇne krivulje navedimo neke rezultate
koji c´e nam biti potrebni, a do kojih se dolazi iz cˇinjenice da za kut paralelnosti pi4
mozˇemo pronac´i odgovarajuc´u distanciju paralelnosti (prema poglavlju 2.2).
Vrijedi:
eu = ch t, (1)
s = S th t, (2)
pri cˇemu je S duljina luka granicˇne krivulje koja prolazi tocˇkom cˇija tangenta je
paralelna s osi krivulje u suprotnom smjeru od nje (za kut paralelnosti pi4 ), s duljina
luka AC (s < S), t duljina AD, u duljina DC, pri cˇemu je D tocˇka presjeka pravca
CΩ i tangente iz A na granicˇnu krivulju.
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Slika 13: Tangenta na granicˇnu krivulju
Odredimo sada jednadzˇbu granicˇne krivulje. Neka su Ox i Oy dva pravca koja
zatvaraju pravi kut i neka je A tocˇka na granicˇnoj krivulji koja prolazi tocˇkom O
i cˇija je os Ox. Iz tocˇke A povucimo okomicu na os granicˇne krivulje. Sjeciˇste
oznacˇimo s C. Neka je B tocˇka na AΩ u kojoj koncentricˇna granicˇna krivulja koja
prolazi tocˇkom C sijecˇe AΩ. Oznacˇimo luk OA s s i CB s s1. Prema teoremu 9
vrijedi da je |AB| = |OC| i ta duljina iznosi x. Duljina od AC iznosi y. Primjenom
(1) slijedi jednadzˇba granicˇne krivulje kroz tocˇku O s osi x:
ex = ch y. (3)
Vrijedi i s = s1ex pa prema (2) slijedi:
s = S sh y. (4)
Slika 14: Jednadzˇba granicˇne krivulje
2.6.2 Trigonometrija pravokutnog trokuta
Neka je 4ABC pravokutan, s pravim kutom pri vrhu C. Produzˇimo stranicu
AC kroz C i povucimo paralelu s AC kroz B - BΩ. Isto tako produzˇimo i AB kroz
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B do tocˇke P tako da vrijedi Π(p) = ∠BAC, pri cˇemu duljinu od AP oznacˇimo s
p. Presjek koncentricˇnih granicˇnih krivulja, cˇiji je centar Ω i koje prolaze tocˇkama
B i P , s osima oznacˇimo s B′, D i D′.
Slika 15: Trigonometrija pravokutnog trokuta
Radi jednostavnosti uvedimo oznake BB′ := s, DD′ := s1 i PD := s2 te BD =
u. Napomenimo samo da u sljedec´im zapisima trigonometrijskih funkcija, oznake
predstavljaju mjere segmenata, a ne same segmente. Prema (4) imamo
s = S sh a,
odnosno
s1e
u = S sh a.
Prema (2) vrijedi
s1 + s2 = S th p
i
s2 = S th(p− c).
Iz (1) slijedi:
eu = ch(p− c).
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Vidimo da je onda
sh a = s1e
u
S
= (S th p− s2) · ch(p− c)
S
= (S th p− S th(p− c)) · ch(p− c)
S
= (th p− th(p− c))(ch(p− c))
=
(sh p
ch p −
sh(p− c)
ch(p− c)
)
(ch(p− c))
= sh p · ch(p− c)− sh(p− c) · ch pch p
= sh cch p.
Zapiˇsimo formulu u drugom obliku:
sh c = sh a · ch p. (5)
Ova formula povezuje hipotenuzu, stranicu i nasuprotni kut pravokutnog trokuta.
Mozˇe se pokazati da vrijede i formule:
th a = sh bsh p. (6)
ch c = ch a · ch b. (7)
th a = th r · th c, (8)
gdje je r distancija paralelnosti koja odgovara kutu pri vrhu B.
2.6.3 Trigonometrija nepravokutnog trokuta
Neka je dan 4ABC sa stranicama a, b i c te kutovima α, β i γ. Distancije
paralelnosti za kutove α, β i γ oznacˇimo redom s p, r i t. Pokazˇimo kako u ovom
slucˇaju pravilo za sinus glasi
sh a : sh b : sh c = sech p : sech r : sech t,
pri cˇemu je sech p = 1ch p , sech r =
1
ch r i sech t =
1
ch t .
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Dokaz. Neka je dan sˇiljastokutan trokut 4ABC. Povucimo okomicu iz vrha A i
nozˇiˇste oznacˇimo s N . Neka je n duljina od AN . Iz (5) slijedi da u trokutu 4ABN
vrijedi
sh c = shn · ch r,
a u 4ACN
sh b = shn · ch t.
Izjednacˇavanjem dobivamo
sh b : sh c = sech r : sech t.
Slika 16: Trigonometrija nepravokutnog trokuta
Odabirom vrha B, na analogan nacˇin dobivamo:
sh a : sh c = sech p : sech t.
Prema tome vrijedi
sh a : sh b : sh c = sech p : sech r : sech t.
Do istog rezultata dolazimo ako je jedan kut trokuta tupi, pomoc´u svojstva kom-
plementa koje smo naveli u poglavlju 2.2. Rezultat za pravokutan trokut nam daje
jednakost (5). Pokazˇimo kako pravilo za kosinus glasi
ch a = ch b · ch c− sh b · sh c · th p.
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Dokaz. Neka je dan sˇiljastokutan trokut 4ABC. Povucimo okomicu iz vrha A i
nozˇiˇste oznacˇimo s N . Neka je n duljina od AN , m duljina CN . Onda je duljina
od BN jednaka a−m. Prema jednakosti (7) u trokutu 4ABN vrijedi
ch c = ch(a−m) chn,
a u trokutu 4ACN vrijedi
ch b = chn chm.
Iz jednakosti (8) slijedi
th(a−m) = th c th r. (9)
Uvrsˇtavanjem prve jednadzˇbe u jednadzˇbu za ch b dobijemo
ch b = ch c chmch(a−m)
= ch c(ch a ch(a−m)− sh a sh(a−m))ch(a−m)
= ch a ch c− sh a ch c th(a−m)
= ch a ch c− sh a sh c th r.
Ako je jedan kut trokuta tupi dobijemo isti rezultat ako iskoristimo svojstvo kom-
plementa granicˇnog kuta.
2.6.4 Trigonometrijske funkcije kuta
Osnovna jednadzˇba hiperbolicˇke geometrije glasi
th a = cosα,
pri cˇemu je α = Π(a). Pokazˇimo da to vrijedi.
Dokaz. Neka je dana funkcija f(α) definirana s jednadzˇbom cos f(α) = th a, pri
cˇemu za a uzimamo da ovisi o kutu α, odnosno a = ∆(α). a ovisi o kutu α jer zˇelimo
pokazati da tvdnja vrijedi za a koji je odgovarajuc´a distancija kuta paralelnosti α.
Za α = pi2 vrijedi da je a = 0, th a = 0, cos f(α) = 0, odnosno f(
pi
2 ) =
pi
2 . Kad
je α = 0 vrijedi da je a = ∞, th a = 1, cos f(α) = 1, to jest f(0) = 0. Kad se a
povec´ava od 0 do ∞, f(α) se smanjuje od pi2 do 0. Promotrimo sada trokut 4ABC
koji nije pravokutan. Povucimo okomicu iz vrha A na BC i sjeciˇste oznacˇimo s N .
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Slika 17: Trokut 4ABC s oznacˇenim elementima
Oznacˇimo |BC| = d, |AB| = c, |AC| = b,∠ABC = β,∠BCA = γ,
∠BAC = δ,∠BAN = δ1,∠CAN = δ2, NC = d2, BN = d1, AN = a. Neka je
Π(p′) = δ1,Π(p′′) = δ2 i Π(p) = δ. Prema formuli za kosinus, izvedenoj u prethodnom
poglavlju vrijedi
ch d = ch b ch c− sh b sh c th p,
odnosno
th p = ch c ch b− ch dsh c sh b .
Prema cos f(δ) = th ∆(δ) vrijedi:
cos f(δ) = ch c ch b− ch dsh c sh b
= ch c ch bsh c sh b −
ch d
sh c sh b
= cth b cth c− ch(d2 + d1)sin b sin c
= cth b cth c− ch d2 ch d1sh b sh c −
sh d2 sh d1
sh b sh c .
Prema (5) vidimo da je
sh d1
sh c =
1
ch p′ = sin f(δ1),
27
sh d2
sh b =
1
ch p′′ = sin f(δ2).
Sada je
sh d2 sh d1
sh b sh c = sin f(δ1) sin f(δ2).
Iz (9) slijedi da je th a = th c th p′, pa je
cth c cth b = 1th c th b
= 1th a
cos f(δ1) · th acos f(δ2)
= cos f(δ1) · cos f(δ2)
th2a
= cth a2 cos f(δ1) cos f(δ2).
Iz (7) i (8) primjenom na pravokutan trokut 4ABN dobijemo
th p′ = th ath c =
sh a
ch a
sh c
ch c
th p′
sh a =
ch c
ch a sh c =
ch d1 ch a
ch a sh c =
ch d1
sh c .
Primjenom (7) i (8) na pravokutan trokut 4ANC slijedi
th p′′ = th ath b =
sh a
ch a
sh b
ch b
th p′′
sh a =
ch b
ch a sh b =
ch d2 ch a
ch a sh b =
ch d2
sh b .
Sada je
ch d2 ch d1
sh b sh c =
th p′
sh a ·
th p′′
sh a =
cos f(δ1) · cos f(δ2)
sh2a
.
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Prema tome imamo
cos f(δ) = cos f(δ1 + δ2)
= cos f(δ1) · cos f(δ2) · cth2a− cos f(δ1) · cos f(δ2)sh a2 − sin f(δ2) sin f(δ1)
= cos f(δ1) cos f(δ2)
(
cth2a− 1
sh2a
)
− sin f(δ2) sin f(δ1)
= cos f(δ1) cos f(δ2)
(ch2a
sh2a
− 1
sh2a
)
− sin f(δ2) sin f(δ1)
= cos f(δ1) cos f(δ2)
(ch2a− 1
sh2a
)
− sin f(δ2) sin f(δ1)
= cos f(δ1) cos f(δ2)
(sh2a
sh2a
)
− sin f(δ2) sin f(δ1)
= cos f(δ1) cos f(δ2)− sin f(δ2) sin f(δ1)
= cos(f(δ1) + f(δ2)).
Za δ1 = δ2 = 0 imamo f(δ1) = f(δ2) = f(δ1 + δ2) = 0 pa je prema tome f(δ1 + δ2) =
f(δ1) + f(δ2). Ovo je funkcijska jednadzˇba iz koje izvodimo neprekidnu funkciju
f(δ1). Mozˇemo zapisati f(x + y) = f(x) + f(y), pri cˇemu je f(0) = 0 i f(pi2 ) =
pi
2 .
Zbog toga vrijedi
f(x+ h)− f(x)
h
= f(y + h)− f(y)
h
.
Uzimajuc´i limes prethodnog izraza kada h tezˇi prema 0 dobivamo f ′(x) = f ′(y),
pa je f ′(x) konstanta te je f(x) = Ax + B. Uvrsˇtavanjem f(0) = 0 i f(pi2 ) =
pi
2
lako dobijemo da je B = 0 i A = 1 pa je f(x) = x. Ovime smo dokazali da vrijedi
cos f(α) = th a.
Koristec´i upravo izvedenu jednadzˇbu mogu se i ostale hiperbolicˇke funkcije pri-
kazati preko trigonometrijskih funkcija:
sh a = cotα,
ch a = cosecα,
cth a = secα,
sech a = sinα,
cosech a = tgα.
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Uvrsˇtavanjem u formule za sinus i kosinus izvedenih u poglavlju 2.6.3 dobivamo
njihov sljedec´i zapis:
sh a : sh b : sh c = sinα : sin β : sin γ,
ch a = ch b ch c− sh b sh c cosα,
pri cˇemu su a, b, c stranice, a α, β, γ odgovarajuc´i kutovi tog trokuta.
2.7 Jednadzˇba kuta paralelnosti
U poglavlju 2.6.4 smo pokazali da vrijedi th a = cosα. Iskoristimo li to da po-
gledamo cˇemu je jednako
1− cosα
1 + cosα
dobivamo
1− cosα
1 + cosα =
1− thα
1 + thα.
Buduc´i da je izraz s lijeve strane jednakosti jednak tg2 α2 i da su sh a =
ex−e−x
2 te
ch a = ex+e−x2 uocˇavamo
tg2α2 = e
−2a.
Kut α je sˇiljasti kut pa je
tg α2 = e
−a.
Uzmemo li u obzir kut paralelnosti slijedi zapis
tg Π(p)2 = e
−p.
Do sada smo uzimali da nam je jedinica mjere e, no ako za jedinicu mjere uzmemo
neki drugi broj a, koji je vec´i od 1. Rezultat granicˇne krivulje je tada sx = sa−x.
Zamjenom a = e 1k slijedi sx = se−
x
k . Jednadzˇba kuta paralelnosti je sada
tg Π(p)2 = e
− p
k .
Ovu zamjenu provodimo i u svim ostalim jednadzˇbama koje smo izveli, tako da c´e
svaka od njih sadrzˇavati parametar k. Pustimo li da k tezˇi prema ∞, vidimo da
kut paralelnosti prelazi u Π2 , a i ostale formule postaju ekvivalentne onima u euklid-
skoj geometriji. Iz ovoga dolazimo do bitnog zakljucˇka da se euklidska geometrija
zapravo javlja kao poseban slucˇaj hiperbolicˇke geometrije. Ovo nam daje odgovor
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na pitanje koje su si postavljali brojni matematicˇari kroz povijest, pitanje o primje-
njivosti hiperbolicˇke geometrije na stvarni svijet u kojem zˇivimo. Naime jer iako
se eksperimentalno pokazuje da je zbroj kutova u trokutu jednak 180◦, uz naravno
dopusˇtena odstupanja, to ne znacˇi nuzˇno da je geometrija prostora u kojem zˇivimo
euklidska. Sada je moguc´e da je to zapravo hiperbolicˇka geometrija sa jako velikim
parametrom k.
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Sazˇetak
U ovom radu poblizˇe se upoznajemo s neeuklidskom geometrijom, odnosno jed-
nim njenim dijelom - hiperbolicˇkom geometrijom kao geometrijom suprotnom od
euklidske. Prvo poglavlje prikazuje postulat o paralelama koji postaje glavnim za-
nimanjem brojnih matematicˇara kroz povijest. Sama neintuitivnost ovog postulata
dovodi do brojnih neocˇekivanih rezultata te naposlijetku i do nastanka nove neeuk-
lidske geometrije. Pokazuje se da je nova geometrija jednako valjana kao i euklidska,
no zbog cˇvrstih uvjerenja da je euklidska geometrija ta u kojoj se ogledaju pravila
nasˇeg prostora, hiperbolicˇka geometrija ne poprima pozornost koju zasluzˇuje.
Neeuklidskim geometrijama smatramo sfernu, elipticˇnu i hiperbolicˇku geome-
triju, no zbog opsˇirnosti, ovaj rad bavi se samo hiperbolicˇkom geometrijom, koja je
glavna tema drugog poglavlja. Buduc´i je postulat o paralelama bio glavnim izvorom
otkric´a nove geometrije, drugo poglavlje zapocˇinje upravo definiranjem paralelnih
pravaca te hiperparalelnih pravaca. Iz razlicˇite definicije paralelnosti pravaca dola-
zimo do rezultata da je zbroj kutova u trokutu manji od 180◦. Ne samo da je taj
zbroj manji, vec´ on cˇak nije ni isti za sve trokute.
Vec´i dio ovog poglavlja bavi se prikazom trigonometrijskih jednadzˇbi. Pokazana
su i pravila za sinus i kosinus ekvivalentna onima iz euklidske geometrije. Jednadzˇba
th a = cosα dovodi do jednadzˇbe tg Π(p)2 = e
− p
k koja pokazuje da kada k tezˇi prema
∞, kut paralelnosti iznosi pi2 , sˇto pokazuje da je euklidska geometrija poseban slucˇaj
hiperbolicˇke. Ovime je hiperbolicˇka geometrija dobila dugo trazˇenu primjenu jer se
javlja moguc´nost da je upravo ona geometrija u kojoj vrijede pravila nasˇeg prostora.
Kljucˇne rijecˇi: postulat o paralelama, neeuklidska geometrija, hiperbolicˇka geome-
trija, kut paralelnosti, granicˇna krivulja, trigonometrija hiperbolicˇke geometrije, jed-
nadzˇba kuta paralelnosti
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Summary
This framework deals with noneuclidean geometry, respectively one of its parts
- hyperbolic geometry as geometry contrary to the euclidean one. The focus of
Section 1 lies on the parallel postulate, which began the main interest of many mat-
hematicians through the history. The non intuitiveness of the postulate leads to
many unexpected results and even to the foundation of new noneuclidean geometry.
Although it can be shown that this new type of geometry is equally consistent as the
euclidean one, because of the strong beliefs that the euclidean one describes rules of
the real world, hyperbolic geometry didn’t get the popularity which it deserves.
Sphere, elliptical and hyperbolic geometries are considered to be noneuclidean
geometries, but this framework deals only with hyperbolic geometry, which is the
main subject of Section 2. Considering that the parallel postulate was the main
reason for the foundation of the new geometry, Section 2 begins with a definition of
parallel and hyperparallel lines. This different definition of line parallelism leads us
to the result that the sum of angles in a triangle is less than 180◦. Not only is it
less, but it isn’t even the same for all triangles.
The best part of this section deals with trigonometric equations. There are pre-
sented a sine and cosine formulas equivalent to the one in the euclidean geometry.
From the result tanh a = cosα it follows tan Π(p)2 = e
− p
k which shows that for k →∞
angle of parallelism becomes pi2 , meaning that the euclidean geometry appears as a
special case of hyperbolic geometry. This way hyperbolic geometry obtained a long
desired use because it opens up the possibility that the rules of the real world are
reflected exactly the same in hyperbolic geometry.
Keywords: parallel postulate, noneuclidean geometry, hyperbolic geometry, angle of
parallelism, limit curve, trigonometry of hyperbolic geometry, equation for the angle
of parallelism
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